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TOM TAT ‘ ’

Cho R la mét vanh khong giao hodan c6 don vi. Po thi giao hoan lién ket voi R, ki
hiéu I'(R), 1a mét do thi don, vé hwéng va c6 tdp dinh 1a R \ Z(R), trong d@é hai dinh
phan biét x, y cia do thi ké nhau khi va chi khi xy = yx. Trong bai bao nay, tac gid
nghién czzu vé tinh lién thdng cia do thi giao hoan lién két véi vanh ma tran c6 bdc
nguyén té trén trwong GF (g), trong N 1a mét s¢ Steinitz. Cu thé, cho trueéc p 1a mét

56 nguyn t6 16 hon 2, téc gid chimg minh durgc ving db thi I' (M, (GF (q") ) khong

lién thdng khi va chi khi expy p hizu han.

Tirkhoa: Sé Steinitz, dai s6 matrdn, trieong hitu han dia phwong, dé thi giao hoan

1. Gidi thiéu

Cho R la mot vanh khong giao hoan
c6 don vi. Tap hop

Z(R) ={a €R|ax =xa,Vx € R}
dugc goi thm caa vanh R. Pé thj giao
hoan lién két véi R, ki hiéu T'(R), 1a mot
d6 thi don, vo huéng véi tap dinh
V(T(R)) = R\Z(R) va hai dinh phan
biét x,y ké nhau néu xy = yx. Mot
dieong di cua @6 thi T'(R) 12 mot day hitu
han cac dinh phan biét c6 dang
X1~ Xp o ~ xk-l:l;

trong d6 hai dinh lién tiep ke nhau. Luc
nay, k duoc goi la do dai cua duong di.
Hai dinh cua méot do thi dugc goi Ia lién
thdng néu ton tai mot dudng di ndi chung.
Néu hai dinh x va y lién thong thi duong
di co do dai nho nhét ndi x, y dugc goi la
durong tréc dia va d6 dai cia no duoc goi
la khodng céch gitra hai dinh, ki hiéu
d(x,y). Mot @6 thi duoc goi la lién thong
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néu vai hai dinh phan biét bat ki ciia n6
lubn ton tai mot duong di néi chdng.
Nguoc lai, ta n6i do thi khong lién thong.
Ki hi¢u diam(T'(R)) la duong kinh cua
d6 thi T'(R) va duoc xéac dinh boi

diam(I'(R)) = sup{d(x,y) | x,y

e V(I'(R)),x # y}.

D& thay, néu I'(R) khong lién thong thi
diam(T'(R)) = oo.

Vién dé vé tinh lién thong cia mot do
thi giao hoéan lién két véi mot vanh
khong giao hoan, dac biét 1a vanh cac ma
tran vubng trén mot truong, da duoc
nhiéu nha toan hoc trén thé gidi quan
tam. Mot trong sb cac két qua ndi bat vé
huéng nghién cau nay c6 thé duoc noi
dén nhu sau: cho F 1a mot trudng hitu
han va n > 3. Khi d6, T'(M,,(F)) khong
lien thong khi va chi khi n 1a mot sb
nguyén té (xem [1], Hé qua 7). Trong bai
bao nay, tac gia tiép tuc phat trién két qua
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trén cho cac truong hiru han dia phuong.
Cu thé, N 1a mot sb Steinitz va p 1a sb
nguyén té 16n hon 2, diéu kién can va du
dér (MP(GF(qN))) khong lién thong 13
chi s iy thira tha p ciia N hitu han (xem
Pinh 1i 5.3).

Nhic lai ring mot trudng 1a hizu han
dia phirong néu moi truong con sinh bai
hitu han cac phan tir déu hitu han. Trong
bai béo nay ki hiéu g ludn duge dung dé
chi mot s6 nguyén dwong. Hon nita, hau
hét cac ki hiéu duoc sir dung trong bai
bdo nay la cac ki hiéu thong thuong.
Chang han nhu:n la mot sé nguyén
duong, F la mot truong, char F la dac
trung cua F va M, (F) la vanh ma tran
vudng cap ntrén F. D6i véi cac so
Steinitz, cac chit céi in hoa, chang han
N, M, ... s€ duogc dung dé ki hiéu chdng.
2. Tong quan nghién ciu

Van dé vé tinh lién thong cua do thi
giao hoan lién két véi vanh khdng giao
hoan, dac biét la vanh cac ma tran vuéng
trén mot trudng, da duoc nhiéu nha toan
hoc quan tdm nghién ciru. Mot s6 két qua
ndi bat c6 thé dugc ndi dén nhu sau:

- Céc tac gia Akbari, Bidkhori va
Mohammadian (2008) da ching minh
rang do thi giao hodn cua vanh ma tran
cap 2 trén mot truong bat ki déu khong
lién thong.

- Cing trong nghién ctru nay, cac tac
gia trén cling da chi ra mot diéu kién can
va du dé dd thi giao hoan cua vanh ma
tran trén truong httu han khong lién
thong, cu thé: d6 thi khong lién théng khi
va chi khi bac cua vanh ma tran la mét
s6 nguyeén té.
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3. Phuwong phap nghién ctiru

Bai béo chu yéu sir dung phuong
phap nghién ctu Ii thuyét:

- Nghién cutu tai liéu, téng hop va
phan tich céac két qua da c6 vé d6 thi giao
hoan va tinh lién thong.

- Str dung céc cdng cu cua dai sb, li
thuyét truong va Ii thuyét sd.

4. Sb Steinitz va bao déng dai sb cia
treong hiru han

Cho mé rong trudng E /F. Dé thay E
& mot khong gian vecto trén F. Ki hi¢u
[E: F] dugc ding dé chi s6 chiéu cua E
trén F, noi cach khac [E: F] = dimg E.
Néu [E:F] = n véi n € N* thi ta n6i E
la mot mo rong bdc n cua F. Cho K la
mot trudng trung gian cua E /F. Néu

FEKGE
thi ta n6i K 1a mot #rwrong trung gian thuc
si cia E/F. Cac Ménh dé 4.1 va Ménh
dé 4.2 dudi day nhac lai mét s tinh chat
quan trong cua thap m¢é rong truong.

Ménhdé4.1.ChoF < K < E lacac
truong. Khi do, [E:F] = [E:K][K:F].
Hon nita, [E: F] hitu han khi va chi khi
[E: K] va [K: F] déu hitu han.

Chizng minh. Xem [2], Ménh dé
1.2, tr. 224.

Ménh dé4.2.ChoF < K < E lacéc
trieong. Khi dé, E dai 6 trén F khi va chi
khi E dai so trén K va K dai sé trén F.

Chitng minh. Xem [2], Ménh dé
1.7, tr. 228.

Ménh dé dudi diy cho ta mot diéu
kién dé xac dinh tinh hitu han dja phuong
cia mot truong dwa vao truong con
nguyén to ciia no.
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Ménh dé 4.3. Mgt truong F 14 hitu
han dia phwong khi va chi khi F ¢o dac
trung nguyén t6 va dai s6 trén truwong
con nguyén té cia no.

Chizng minh. Goi P truong con
nguyén t5 cia F. Néu F hitu han dia
phuong thi P hiru han, vi thé char F = p
véi p 1a mot sb nguyén té nao do. Lay
a € P. Khi d6 truong con sinh bai P va
a la htru han vi F hitu han dia phuong.
Tir ddy, P(a) hiru han chiéu nhu 1a mot
P- khong gian. Hon nira, vi moi mé rong
hitu han déu 1a mo rong dai s6 nén a dai
s6 trén P, va tir dy F dai sé trén P.

Nguoc lai, gia st char F =p va F
dai s6 trén P. Khi d6, truong P hiru han.
LAy c4c phan tir ay, ..., ax € F. Dit

F,=P(ay,...,a)voil<i<k.
D& thay ring voi mdi 1 <i<k-1,
phan tir a;,, dai s6 trén P va vi thé a;,,

cling dai s trén P(ay, ..., a;). Do do,
[Fiyq: Fi]

= [P (all ey ai)(ai+1 ): P (alﬁ s A )]
< o

va [F;: P] = [P(ay):P] < . Ap dung
Ménh dé 4.1, ta thu dugc:
[Fie: P] = [Fie: Fye—1] ... [Fo: Fy][Fy: P]
< oo,
biéu nay co nghia la P(aq, ..., ax) lamot
mo rong httu han cua P.Do do,
P(ay, ..., ax) hitu han, va tir day ta co thé
két luan F 1a treong hiru han dia phuong.
Hé qud 4.4. Moi mé réng dai sé cua
Mot trieong hizu han dia phirong d@éu hiru
han dia phuong.
Chirng minh. Goi F la mot truong
htru han dia phuong va P 1a truong con
nguyén té cia F. Vi F hitu han dia
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phuong nén char P = p véi p la mot
nguyén té nao dé. Tiép theo, goi E 1a mot
mé rong dai s6 cua F. Khi do, d& thay P
cling 14 trudng con nguyén té cua E.
Theo Ménh dé 4.3, F dai s6 trén P. Hon
nira, vi E dai s6 trén F nén theo Ménh dé
4.2, E ciing dai s trén P. Tiép tuc &p
dung Ménh dé 4.3, ta két luan duoc ring
E 1a truong hitu han dia phuong.

Tiép theo, tac gia gisi thidu mot cach
ngan gon vé mot phuong phap dé xac
dinh bao dong dai s6 ciia mot truong hitu
han. Goi GF(q) 1a mot truong ¢6 g phan
tu, trong d6 q € N*. bat

r@ = | J6ra™.
n=1

R6 rang, I'(g) 1a mot truong. Hon nira,
I'(g) chinh lIa bao dong dai s6 cua GF(q)
(xem [3], Binh 1i 9.8.1). P& mb ta céac
truong con cua I'(q), ta can si dung khéi
niém vé sd nguyén duong mé rong hay
s6 Steinitz (xem [4]). Cu thé, ki hiéu P la
tap hop cua tat ca cac s nguyén t5. Mot
tich hinh thirc v6 han c6 dang
[
peEP

trong d6 cac s6 mil 7, € N U {00} V0i
moi p € P duoc goi 1a mot so Steinitz
(hay sé siéu tir nhién). Tap hop cac sb
Steinitz duoc ki hiéu 1a SN. D& thiy tap
hop céc sé nguyén duong N* 1 tap con
cua SN, boi vi mdi s6 nguyén duong déu
c6 dang cia mot s6 Steinitz voi hau hét
cac s6 mil 7, bang 0, ngoai trir mot so
hiru han cac r, khac 0.

Cho hai s6 Steinitz N = [[,epp™ va
M = [I,epp™. Ta dinh nghia N = M
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khi va chi khi ,, = k,, véi moi p € P.
Tich cta N va M dugc xac dinh boi
NM = [Tepp?**r,
trong d6 phép cong sé mii duoc hiéu theo
nghia thong thuong cung quy udc
n -+ oo = oo

cho moi n € N. Ngoai ra, néu r, < k,
véi moi p € P, ta n6i N chia hét M hay
N la woc cia M, ki hiéu N|M.Khi do,
thwong cua M chia cho N dugc dinh

nghia la
pEP
Vi phép trir s6 mil ciing duoc hiéu theo
nghia thong thudng cung cic quy udc
00 —00=0Vaoo—n=oo cho moi s6
tu nhién n. Nguoc lai, néu ton tai s6
nguyén t6 p sao cho 7, > k;, thi tanéi N
khong chia hét M hay N khéng la wéc
cia M. D@ thiy, quan hé chia hét duoc
dinh nghia nhu trén bién SN thanh mot
tap hop dugc sap thu tu, trong d6 phan
tir 16n nhat 13 I = [[,epp™Vva phan tu
nho nhat 1 1.
Cho N 1a mot s Steinitz. Dt

6r@@") =| J 6P (@D,
dIN

Khi d6, GF(q") 1a mot truong va dong
thoi 12 mot mo rong dai s6 cua GF(q)
(xem [3], tr. 221). Ngoai ra, tap hop cac
s6 Steinitz SN ciing xac dinh cau tric
cuia tat ca cac truong con cua ['(q) chta
GF(q). Khang dinh nay la noi dung
chinh caa dinh Ii dudi day.

Dinh li 4.5. Cho &nh xqa f tur SN vao
tdp tat ca cdc trieong con cua I'(q) Xac
dinh boi
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F(N) = GF(g™), VN € SN.
Khi @6, f 1a mét song dnh. Hon nira, néu
N va M la hai sé Steinitz thi cac khang
dinh sau day dung:

a) GF(q™) hitu han khi va chi khi N
hazzu han.

b) GF(q") < GF(q™) khi va chi
khi N|M.

Ching minh. Xem ([3], Binh i
9.8.4).

Tu Dinh Ii 4.5 va Ménh dé 4.3, ta suy
ra duoc rang véi mdi truong hitu han dia
phuong F, ludn ton tai sé Steinitz N sao
cho F = GF(p™) voi p = char F. Ngoai
ra, mot hé qua phic tap hon ciaa Binh |i
4.5 dugc trinh bay qua dinh |i sau day.

Dinh li 4.6. Cho N va M la hai sé
Steinitz sao cho N la woc cua M. Khi do,
[GF(g™): GF(q™)] hiu han khi va chi
khi thu’(mg% hitu han, trong truong hop
d6 hai sé nay bang nhau.

Cheing minh. Xem [3], Bai tap 26, tr. 224.
5. P thi giao hoan

Mot trong cac két qua noi bat mo dau
cho hudng nghién ctu vé do thi giao
hoan lién két vanh ma tran 1a moi d6 thi
giao hoan lién két vai vanh ma tran cap
2 trén mot truong bat ki déu khong lién
thong (xem [1], phan binh luan trudc
Lemma A). Do d6, khi nghién ctu vé
tinh lién théng cua mot do thi giao hoan
cta mot vanh ma tran trén truong, ta chi
Xxét cac s6 tu nhiénn > 3. Hon nita, ciing
trong bai bao nay, mot két qua ndi bat vé
diéu kién can va du dé mot do thi khong
lién théng cling duoc cac tac gia chi ra.
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binh 1i 5.1. Cho F la mét truong
van = 3. Do thi I'(M,(F)) khong lién
thong khi va chs khi ton tai mét mé réng
bdc n cua F ma khong chita truong con
trung gian thuc su.

Chueng minh. Xem [1], Binh li 6.

Déi vai cac truong hitu han, diéu kién
can va du dé mot do thi khong lién théng
da dugc chi ramot cach don gian hon nhu
la mot hé qua cua Binh 1 5.1. Bé tién cho
viéc trinh bay cua bai bao, tac gia s¢ phéat
biéu va ching minh chi tiét két qua nay
thong qua dinh li duai day.

binh li 5.2. Cho F la mét truong
hi#u han va n = 3. Khi ds, I'(M,(F))
khong lién thdng khi va chi khi n 1a mgt
S6 nguyén to.

Chang minh. Néu T'(M,,(F)) khong
lién thong thi theo Pinh Ii 5.1, ton tai mo
rong bac n cua F khong chira treong con
trung gian thuc su. Goi E lamot mé rong
truong nhu thé caa F va goi m 1a mot
udc nguyén duong cua n. Theo Binh li
9.3.1 trong [2], ton tai trwong trung gian
K ctia E/F sao cho [K:F] = m.VI E/F
khong chtra truong trung gian thuc su
nén m = 1 hoic m = n. Do d6, n 1a sb
nguyen to.

Pé chi ra chiéu nguoc lai, goi E 12
mot ma rong bac n caa F. Chung ta chd
y rang vi F 1a trudng hitu han nén ludn
ton tai mot mo rong nhu thé theo Pinh li
9.3.1 trong [2]. Goi K la mét truong
trung gian cua E /F. Khi d6,

n=|E:F] = [E:K][K: F]
theo Ménh dé 4.1. Néu n nguyén t6 thi
K = E hoic K = F vavi thé E /F khong
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chira treong con trung gian thuc su. Do
d6, T'(M,(F)) khong lién théng theo
binh li 5.1.

Cho N 1a mot sé Steinitz c6 dang
[lyepp™. Dat expy p = 7, la chi s6 liy
thira thir p cia N. Cudi cung, ching ta
dén két qua chinh cua bai bao.

Dinh 1i 5.3. Cho p 1a mét sé nguyén
t6 |6n hon 2 va N 1a mét sé Steinitz. Khi
ds, do thi I'(M,(GF(q"))) khong lién
théng khi va chi khi expy p < oo.

Chizng minh. Néu T (Mp(GF(qN)))
khong lién thong thi theo Dinh 1i 5.1 ton
tai mot mo rong truong F/GF (q™) bac
p va khéng chtra treong con trung gian
thuc su. Khi d6, d& thay F 1a mot mo
rong dai s6 cia GF(q). Mat khac, vi
I'(q) 12 mot bao dong dai s6 cua GF(q)
nén theo Pinh 11 4.5, F = GF (¢M) véi M
la mot s Steinitz nao d6. Tiép theo, dit
M =l epp*» € SN va

peP

Khi do, [GF(g™):GF(q")] = p. Theo
Dinh 11 4.6, = = p. Tir day, ta ¢6
Tor = Ky
véi moi p' € P\ {p} va 1+r, =k,
Gia st 7, = co. Khi do,
ky=1+mn=0wx
vavithé M = N. Tir day,
p=[GF(g"):GF(¢")] =1
va dieu nay mau thuan véi gia thiét p la
s6 nguyén td. Vi vay, ta két luan duoc
1, < oo va do d6 expy p hitu han.
Péi véi chiéu nguoc lai, ta gia su
expy p < . bat M = Np. Khi do,
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ﬂ —>p con trung gian thuc sy nao do p nguyén
va theo Dinh li 4].V6, CF(g" lamotms O VT (M5(6F (a™)) khong lién
rong bac p cia GF(q"). Hon nita, thong thejo binh i 5.1 va ta c6 diéu phai
GF(q™)/GF(q") khong chira trwong  Cang minh.
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ABSTRACT
Let R be a noncommutative ring with identity. The commuting graph associated

with R, denoted by I'(R), is a simple, undirected graph with the vertex set R\Z(R),
where two distinct vertices x, y are adjacent if and only if xy = yx. In this paper, we
study the connectivity and estimate the diameter of the commuting graph associated
with the matrix ring of prime degree over the field GF(g"), where N is a Steinitz
number. Specifically, given p as a prime number greater than 2, we show that the

graph I’ (Mp(GF(qN))) is disconnected if and only if expg n is finite.
Keywords: Steinitz number, matrix algebra, locally finite field, commuting graph
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