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TÓM TẮT 

Cho 𝑅 là một vành không giao hoán có đơn vị. Đồ thị giao hoán liên kết với 𝑅, kí 

hiệu 𝛤(𝑅), là một đồ thị đơn, vô hướng và có tập đỉnh là 𝑅 ∖ 𝑍(𝑅), trong đó hai đỉnh 

phân biệt 𝑥, 𝑦 của đồ thị kề nhau khi và chỉ khi 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Trong bài báo này, tác giả 

nghiên cứu về tính liên thông của đồ thị giao hoán liên kết với vành ma trận có bậc 

nguyên tố trên trường 𝐺𝐹(𝑞𝑁), trong 𝑁 là một số Steinitz. Cụ thể, cho trước 𝑝 là một 

số nguyên tố lớn hơn 2, tác giả chứng minh được rằng đồ thị 𝛤 (𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑁)) không 

liên thông khi và chỉ khi 𝑒𝑥𝑝𝑁 𝑝 hữu hạn.  

Từ khóa: Số Steinitz, đại số ma trận, trường hữu hạn địa phương, đồ thị giao hoán 

1. Giới thiệu  

Cho 𝑅 là một vành không giao hoán 

có đơn vị. Tập hợp 

𝑍(𝑅) = {𝑎 ∈ 𝑅 ∣ 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎, ∀𝑥 ∈ 𝑅} 

được gọi tâm của vành 𝑅. Đồ thị giao 

hoán liên kết với 𝑅, kí hiệu Γ(𝑅), là một 

đồ thị đơn, vô hướng với tập đỉnh 

𝑉(Γ(𝑅)) = 𝑅\𝑍(𝑅) và hai đỉnh phân 

biệt 𝑥, 𝑦 kề nhau nếu 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Một 

đường đi của đồ thị Γ(𝑅) là một dãy hữu 

hạn các đỉnh phân biệt có dạng 

𝑥1 ∼ 𝑥2 ∼ ⋯ ∼ 𝑥𝑘+1, 

trong đó hai đỉnh liên tiếp kề nhau. Lúc 

này, 𝑘 được gọi là độ dài của đường đi. 

Hai đỉnh của một đồ thị được gọi là liên 

thông nếu tồn tại một đường đi nối chúng. 

Nếu hai đỉnh 𝑥 và 𝑦 liên thông thì đường 

đi có độ dài nhỏ nhất nối 𝑥, 𝑦 được gọi là 

đường trắc địa và độ dài của nó được gọi 

là khoảng cách giữa hai đỉnh, kí hiệu 

𝑑(𝑥, 𝑦). Một đồ thị được gọi là liên thông 

nếu với hai đỉnh phân biệt bất kì của nó 

luôn tồn tại một đường đi nối chúng. 

Ngược lại, ta nói đồ thị không liên thông. 

Kí hiệu 𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ(𝑅)) là đường kính của 

đồ thị Γ(𝑅) và được xác định bởi 

𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ(R)) = sup{𝑑(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑥, 𝑦

∈ 𝑉(Γ(𝑅)), 𝑥 ≠ 𝑦}. 

Dễ thấy, nếu Γ(𝑅) không liên thông thì 

𝑑𝑖𝑎𝑚(Γ(R)) = ∞.  

Vấn đề về tính liên thông của một đồ 

thị giao hoán liên kết với một vành 

không giao hoán, đặc biệt là vành các ma 

trận vuông trên một trường, đã được 

nhiều nhà toán học trên thế giới quan 

tâm. Một trong số các kết quả nổi bật về 

hướng nghiên cứu này có thể được nói 

đến như sau: cho 𝐹 là một trường hữu 

hạn và 𝑛 ≥ 3. Khi đó, Γ(𝑀𝑛(𝐹)) không 

liên thông khi và chỉ khi 𝑛 là một số 

nguyên tố (xem [1], Hệ quả 7). Trong bài 

báo này, tác giả tiếp tục phát triển kết quả 
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trên cho các trường hữu hạn địa phương. 

Cụ thể, 𝑁 là một số Steinitz và 𝑝 là số 

nguyên tố lớn hơn 2, điều kiện cần và đủ 

để Γ (𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑁))) không liên thông là 

chỉ số lũy thừa thứ 𝑝 của 𝑁 hữu hạn (xem 

Định lí 5.3). 

Nhắc lại rằng một trường là hữu hạn 

địa phương nếu mọi trường con sinh bởi 

hữu hạn các phần tử đều hữu hạn. Trong 

bài báo này kí hiệu 𝑞 luôn được dùng để 

chỉ một số nguyên dương. Hơn nữa, hầu 

hết các kí hiệu được sử dụng trong bài 

báo này là các kí hiệu thông thường. 

Chẳng hạn như: 𝑛 là một số nguyên 

dương, 𝐹 là một trường, char 𝐹 là đặc 

trưng của 𝐹 và 𝑀𝑛(𝐹) là vành ma trận 

vuông cấp 𝑛 trên 𝐹. Đối với các số 

Steinitz, các chữ cái in hoa, chẳng hạn 

𝑁, 𝑀, … sẽ được dùng để kí hiệu chúng. 

2. Tổng quan nghiên cứu 

Vấn đề về tính liên thông của đồ thị 

giao hoán liên kết với vành không giao 

hoán, đặc biệt là vành các ma trận vuông 

trên một trường, đã được nhiều nhà toán 

học quan tâm nghiên cứu. Một số kết quả 

nổi bật có thể được nói đến như sau: 

- Các tác giả Akbari, Bidkhori và 

Mohammadian (2008) đã chứng minh 

rằng đồ thị giao hoán của vành ma trận 

cấp 2 trên một trường bất kì đều không 

liên thông. 

- Cũng trong nghiên cứu này, các tác 

giả trên cũng đã chỉ ra một điều kiện cần 

và đủ để đồ thị giao hoán của vành ma 

trận trên trường hữu hạn không liên 

thông, cụ thể: đồ thị không liên thông khi 

và chỉ khi bậc của vành ma trận là một 

số nguyên tố. 

3. Phương pháp nghiên cứu 

Bài báo chủ yếu sử dụng phương 

pháp nghiên cứu lí thuyết: 

- Nghiên cứu tài liệu, tổng hợp và 

phân tích các kết quả đã có về đồ thị giao 

hoán và tính liên thông. 

- Sử dụng các công cụ của đại số, lí 

thuyết trường và lí thuyết số. 

4. Số Steinitz và bao đóng đại số của 

trường hữu hạn 

Cho mở rộng trường 𝐸/𝐹. Dễ thấy 𝐸 

là một không gian vectơ trên 𝐹. Kí hiệu 

[𝐸: 𝐹] được dùng để chỉ số chiều của 𝐸 

trên 𝐹, nói cách khác [𝐸: 𝐹] = dimF 𝐸. 

Nếu [𝐸: 𝐹] = 𝑛 với 𝑛 ∈ ℕ∗ thì ta nói 𝐸 

là một mở rộng bậc 𝑛 của 𝐹. Cho 𝐾 là 

một trường trung gian của 𝐸/𝐹. Nếu  

𝐹 ⊊ 𝐾 ⊊  𝐸 

thì ta nói 𝐾 là một trường trung gian thực 

sự của 𝐸/𝐹. Các Mệnh đề 4.1 và Mệnh 

đề 4.2 dưới đây nhắc lại một số tính chất 

quan trọng của tháp mở rộng trường. 

Mệnh đề 4.1. Cho 𝐹 ≤ 𝐾 ≤ 𝐸 là các 

trường. Khi đó, [𝐸: 𝐹] = [𝐸: 𝐾][𝐾: 𝐹]. 

Hơn nữa, [𝐸: 𝐹] hữu hạn khi và chỉ khi 

[𝐸: 𝐾] và [𝐾: 𝐹] đều hữu hạn. 

Chứng minh. Xem [2], Mệnh đề 

1.2, tr. 224. 

Mệnh đề 4.2. Cho 𝐹 ≤ 𝐾 ≤ 𝐸 là các 

trường. Khi đó, 𝐸 đại số trên 𝐹 khi và chỉ 

khi 𝐸 đại số trên 𝐾 và 𝐾 đại số trên 𝐹. 

Chứng minh. Xem [2], Mệnh đề 

1.7, tr. 228. 

Mệnh đề dưới đây cho ta một điều 

kiện để xác định tính hữu hạn địa phương 

của một trường dựa vào trường con 

nguyên tố của nó. 
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Mệnh đề 4.3. Một trường 𝐹 là hữu 

hạn địa phương khi và chỉ khi 𝐹 có đặc 

trưng nguyên tố và đại số trên trường 

con nguyên tố của nó. 

Chứng minh. Gọi 𝑃 trường con 

nguyên tố của 𝐹. Nếu 𝐹 hữu hạn địa 

phương thì 𝑃 hữu hạn, vì thế char 𝐹 = 𝑝 

với 𝑝 là một số nguyên tố nào đó. Lấy 

𝑎 ∈ 𝑃. Khi đó trường con sinh bởi 𝑃 và 

𝑎 là hữu hạn vì 𝐹 hữu hạn địa phương. 

Từ đây, 𝑃(𝑎) hữu hạn chiều như là một 

𝑃- không gian. Hơn nữa, vì mọi mở rộng 

hữu hạn đều là mở rộng đại số nên 𝑎 đại 

số trên 𝑃, và từ đây 𝐹 đại số trên 𝑃. 

Ngược lại, giả sử char 𝐹 = 𝑝 và 𝐹 

đại số trên 𝑃. Khi đó, trường 𝑃 hữu hạn. 

Lấy các phần tử 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐹. Đặt  

𝐹𝑖 = 𝑃(𝑎1, … , 𝑎𝑖) với 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

Dễ thấy rằng với mỗi 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 

phần tử 𝑎𝑖+1 đại số trên 𝑃 và vì thế 𝑎𝑖+1 

cũng đại số trên 𝑃(𝑎1, … , 𝑎𝑖). Do đó, 

[𝐹𝑖+1: 𝐹𝑖]

= [𝑃 (𝑎1, … , 𝑎𝑖)(𝑎𝑖+1 ): 𝑃 (𝑎1, … , 𝑎𝑖 )]

< ∞ 

và [𝐹1: 𝑃] = [𝑃(𝑎1): 𝑃] < ∞. Áp dụng 

Mệnh đề 4.1, ta thu được: 

[𝐹𝑘: 𝑃] = [𝐹𝑘: 𝐹𝑘−1] … [𝐹2: 𝐹1][𝐹1: 𝑃]

< ∞. 

Điều này có nghĩa là 𝑃(𝑎1, … , 𝑎𝑘) là một 

mở rộng hữu hạn của 𝑃. Do đó, 

𝑃(𝑎1, … , 𝑎𝑘) hữu hạn, và từ đây ta có thể 

kết luận 𝐹 là trường hữu hạn địa phương. 

Hệ quả 4.4. Mọi mở rộng đại số của 

một trường hữu hạn địa phương đều hữu 

hạn địa phương. 

Chứng minh. Gọi 𝐹 là một trường 

hữu hạn địa phương và 𝑃 là trường con 

nguyên tố của 𝐹. Vì 𝐹 hữu hạn địa 

phương nên char 𝑃 = 𝑝 với 𝑝 là một 

nguyên tố nào đó. Tiếp theo, gọi 𝐸 là một 

mở rộng đại số của 𝐹. Khi đó, dễ thấy 𝑃 

cũng là trường con nguyên tố của 𝐸. 

Theo Mệnh đề 4.3, 𝐹 đại số trên 𝑃. Hơn 

nữa, vì 𝐸 đại số trên 𝐹 nên theo Mệnh đề 

4.2, 𝐸 cũng đại số trên 𝑃. Tiếp tục áp 

dụng Mệnh đề 4.3, ta kết luận được rằng 

𝐸 là trường hữu hạn địa phương. 

Tiếp theo, tác giả giới thiệu một cách 

ngắn gọn về một phương pháp để xác 

định bao đóng đại số của một trường hữu 

hạn. Gọi 𝐺𝐹(𝑞) là một trường có 𝑞 phần 

tử, trong đó 𝑞 ∈ ℕ∗. Đặt 

Γ(𝑞) = ⋃ 𝐺𝐹(𝑞𝑛!)

∞

𝑛=1

. 

Rõ ràng, Γ(𝑞) là một trường. Hơn nữa, 

Γ(𝑞) chính là bao đóng đại số của 𝐺𝐹(𝑞) 

(xem [3], Định lí 9.8.1). Để mô tả các 

trường con của Γ(𝑞), ta cần sử dụng khái 

niệm về số nguyên dương mở rộng hay 

số Steinitz (xem [4]). Cụ thể, kí hiệu ℙ là 

tập hợp của tất cả các số nguyên tố. Một 

tích hình thức vô hạn có dạng  

∏ 𝑝𝑟𝑝

𝑝∈ℙ

,  

trong đó các số mũ 𝑟𝑝 ∈ ℕ ∪ {∞} với 

mọi 𝑝 ∈ ℙ được gọi là một số Steinitz 

(hay số siêu tự nhiên). Tập hợp các số 

Steinitz được kí hiệu là 𝕊ℕ. Dễ thấy tập 

hợp các số nguyên dương ℕ∗ là tập con 

của 𝕊ℕ, bởi vì mỗi số nguyên dương đều 

có dạng của một số Steinitz với hầu hết 

các số mũ 𝑟𝑝 bằng 0, ngoại trừ một số 

hữu hạn các 𝑟𝑝 khác 0.  

Cho hai số Steinitz 𝑁 = ∏ 𝑝𝑟𝑝
𝑝∈ℙ  và 

𝑀 = ∏ 𝑝𝑘𝑝
𝑝∈ℙ . Ta định nghĩa 𝑁 = 𝑀 
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khi và chỉ khi 𝑟𝑝 = 𝑘𝑝 với mọi 𝑝 ∈ ℙ. 

Tích của 𝑁 và 𝑀 được xác định bởi  

𝑁𝑀 = ∏ 𝑝𝑟𝑝+𝑘𝑝
𝑝∈ℙ , 

trong đó phép cộng số mũ được hiểu theo 

nghĩa thông thường cùng quy ước  

𝑛 + ∞ = ∞ 

cho mọi 𝑛 ∈ ℕ. Ngoài ra, nếu 𝑟𝑝 ≤ 𝑘𝑝 

với mọi 𝑝 ∈ ℙ, ta nói 𝑁 chia hết 𝑀 hay 

𝑁 là ước của 𝑀, kí hiệu 𝑁|𝑀. Khi đó, 

thương của 𝑀 chia cho 𝑁 được định 

nghĩa là 

𝑀

𝑁
= ∏ 𝑝𝑟𝑝−𝑘𝑝

𝑝∈ℙ

  

với phép trừ số mũ cũng được hiểu theo 

nghĩa thông thường cùng các quy ước 

∞ − ∞ = 0 và ∞ − 𝑛 = ∞ cho mọi số 

tự nhiên 𝑛. Ngược lại, nếu tồn tại số 

nguyên tố 𝑝 sao cho 𝑟𝑝 > 𝑘𝑝 thì ta nói 𝑁 

không chia hết 𝑀 hay 𝑁 không là ước 

của 𝑀. Dễ thấy, quan hệ chia hết được 

định nghĩa như trên biến 𝕊ℕ thành một 

tập hợp được sắp thứ tự, trong đó phần 

tử lớn nhất là 𝐼 = ∏ 𝑝∞
𝑝∈ℙ và phần tử 

nhỏ nhất là 1.  

Cho 𝑁 là một số Steinitz. Đặt  

𝐺𝐹(𝑞𝑁) =⋃ 𝐺𝐹(𝑞𝑑)

𝑑|𝑁

. 

Khi đó, 𝐺𝐹(𝑞𝑁) là một trường và đồng 

thời là một mở rộng đại số của 𝐺𝐹(𝑞) 

(xem [3], tr. 221). Ngoài ra, tập hợp các 

số Steinitz 𝕊ℕ cũng xác định cấu trúc 

của tất cả các trường con của Γ(𝑞) chứa 

𝐺𝐹(𝑞). Khẳng định này là nội dung 

chính của định lí dưới đây. 

Định lí 4.5. Cho ánh xạ 𝑓 từ 𝕊ℕ vào 

tập tất cả các trường con của 𝛤(𝑞) xác 

định bởi 

𝑓(𝑁) = 𝐺𝐹(𝑞𝑁), ∀𝑁 ∈ 𝕊ℕ. 

Khi đó, 𝑓 là một song ánh. Hơn nữa, nếu 

𝑁 và 𝑀 là hai số Steinitz thì các khẳng 

định sau đây đúng: 

a) 𝐺𝐹(𝑞𝑁) hữu hạn khi và chỉ khi 𝑁 

hữu hạn. 

b) 𝐺𝐹(𝑞𝑁) ≤ 𝐺𝐹(𝑞𝑀) khi và chỉ 

khi 𝑁|𝑀. 

Chứng minh. Xem ([3], Định lí 

9.8.4). 

Từ Định lí 4.5 và Mệnh đề 4.3, ta suy 

ra được rằng với mỗi trường hữu hạn địa 

phương 𝐹, luôn tồn tại số Steinitz 𝑁 sao 

cho 𝐹 ≅ 𝐺𝐹(𝑝𝑁) với 𝑝 = char 𝐹. Ngoài 

ra, một hệ quả phức tạp hơn của Định lí 

4.5 được trình bày qua định lí sau đây. 

Định lí 4.6. Cho 𝑁 và 𝑀 là hai số 

Steinitz sao cho 𝑁 là ước của 𝑀. Khi đó, 

[𝐺𝐹(𝑞𝑀): 𝐺𝐹(𝑞𝑁)] hữu hạn khi và chỉ 

khi thương 
𝑀

𝑁
 hữu hạn, trong trường hợp 

đó hai số này bằng nhau. 

Chứng minh. Xem [3], Bài tập 26, tr. 224. 

5. Đồ thị giao hoán  

Một trong các kết quả nổi bật mở đầu 

cho hướng nghiên cứu về đồ thị giao 

hoán liên kết vành ma trận là mọi đồ thị 

giao hoán liên kết với vành ma trận cấp 

2 trên một trường bất kì đều không liên 

thông (xem [1], phần bình luận trước 

Lemma A). Do đó, khi nghiên cứu về 

tính liên thông của một đồ thị giao hoán 

của một vành ma trận trên trường, ta chỉ 

xét các số tự nhiên 𝑛 ≥ 3. Hơn nữa, cũng 

trong bài báo này, một kết quả nổi bật về 

điều kiện cần và đủ để một đồ thị không 

liên thông cũng được các tác giả chỉ ra. 
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Định lí 5.1. Cho 𝐹 là một trường 

và 𝑛 ≥ 3. Đồ thị 𝛤(𝑀𝑛(𝐹)) không liên 

thông khi và chỉ khi tồn tại một mở rộng 

bậc 𝑛 của 𝐹 mà không chứa trường con 

trung gian thực sự. 

Chứng minh. Xem [1], Định lí 6. 

Đối với các trường hữu hạn, điều kiện 

cần và đủ để một đồ thị không liên thông 

đã được chỉ ra một cách đơn giản hơn như 

là một hệ quả của Định lí 5.1. Để tiện cho 

việc trình bày của bài báo, tác giả sẽ phát 

biểu và chứng minh chi tiết kết quả này 

thông qua định lí dưới đây. 

Định lí 5.2. Cho 𝐹 là một trường 

hữu hạn và 𝑛 ≥ 3. Khi đó, 𝛤(𝑀𝑛(𝐹)) 

không liên thông khi và chỉ khi 𝑛 là một 

số nguyên tố. 

Chứng minh. Nếu Γ(𝑀𝑛(𝐹)) không 

liên thông thì theo Định lí 5.1, tồn tại mở 

rộng bậc 𝑛 của 𝐹 không chứa trường con 

trung gian thực sự. Gọi 𝐸 là một mở rộng 

trường như thế của 𝐹 và gọi 𝑚 là một 

ước nguyên dương của 𝑛. Theo Định lí 

9.3.1 trong [2], tồn tại trường trung gian 

𝐾 của 𝐸/𝐹 sao cho [𝐾: 𝐹] = 𝑚. Vì 𝐸/𝐹 

không chứa trường trung gian thực sự 

nên 𝑚 = 1 hoặc 𝑚 = 𝑛. Do đó, 𝑛 là số 

nguyên tố.  

Để chỉ ra chiều ngược lại, gọi 𝐸 là 

một mở rộng bậc 𝑛 của 𝐹. Chúng ta chú 

ý rằng vì 𝐹 là trường hữu hạn nên luôn 

tồn tại một mở rộng như thế theo Định lí 

9.3.1 trong [2]. Gọi 𝐾 là một trường 

trung gian của 𝐸/𝐹. Khi đó,  

𝑛 = [𝐸: 𝐹] = [𝐸: 𝐾][𝐾: 𝐹]  

theo Mệnh đề 4.1. Nếu 𝑛 nguyên tố thì 

𝐾 = 𝐸 hoặc 𝐾 = 𝐹 và vì thế 𝐸/𝐹 không 

chứa trường con trung gian thực sự. Do 

đó, Γ(𝑀𝑛(𝐹)) không liên thông theo 

Định lí 5.1. 

Cho N là một số Steinitz có dạng 

∏ 𝑝𝑟𝑝
𝑝∈ℙ . Đặt exp𝑁 𝑝 = 𝑟𝑝 là chỉ số lũy 

thừa thứ 𝑝 của 𝑁. Cuối cùng, chúng ta 

đến kết quả chính của bài báo. 

Định lí 5.3. Cho 𝑝 là một số nguyên 

tố lớn hơn 2 và 𝑁 là một số Steinitz. Khi 

đó, đồ thị 𝛤(𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑁))) không liên 

thông khi và chỉ khi expN 𝑝 < ∞. 

Chứng minh. Nếu Γ (𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑁))) 

không liên thông thì theo Định lí 5.1 tồn 

tại một mở rộng trường 𝐹/𝐺𝐹(𝑞𝑁) bậc 

𝑝 và không chứa trường con trung gian 

thực sự. Khi đó, dễ thấy 𝐹 là một mở 

rộng đại số của 𝐺𝐹(𝑞). Mặt khác, vì 

Γ(𝑞) là một bao đóng đại số của 𝐺𝐹(𝑞) 

nên theo Định lí 4.5, 𝐹 ≅ 𝐺𝐹(𝑞𝑀) với 𝑀 

là một số Steinitz nào đó. Tiếp theo, đặt 

𝑀 = ∏ 𝑝𝑘𝑝
𝑝∈ℙ ∈ 𝕊ℕ và  

𝑁 = ∏ 𝑝𝑟𝑝

𝑝∈ℙ
. 

Khi đó, [𝐺𝐹(𝑞𝑀): 𝐺𝐹(𝑞𝑁)] = 𝑝. Theo 

Định lí 4.6, 
𝑀

𝑁
= 𝑝. Từ đây, ta có  

𝑟𝑝′ = 𝑘𝑝′ 

với mọi 𝑝′ ∈ ℙ ∖ {𝑝} và 1 + 𝑟𝑝 = 𝑘𝑝. 

Giả sử 𝑟𝑝 = ∞. Khi đó,  

𝑘𝑝 = 1 + 𝑟𝑝 = ∞ 

và vì thế 𝑀 = 𝑁. Từ đây,  

𝑝 = [𝐺𝐹(𝑞𝑀): 𝐺𝐹(𝑞𝑁)] = 1 

và điều này mâu thuẫn với giả thiết p là 

số nguyên tố. Vì vậy, ta kết luận được 

𝑟𝑝 < ∞ và do đó expN 𝑝 hữu hạn. 

Đối với chiều ngược lại, ta giả sử 

expN 𝑝 < ∞. Đặt 𝑀 = 𝑁𝑝. Khi đó,  
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𝑀

𝑁
= 𝑝 

và theo Định lí 4.6, 𝐺𝐹(𝑞𝑀) là một mở 

rộng bậc 𝑝 của 𝐺𝐹(𝑞𝑁). Hơn nữa, 

𝐺𝐹(𝑞𝑀)/𝐺𝐹(𝑞𝑁) không chứa trường 

con trung gian thực sự nào do 𝑝 nguyên 

tố. Vì vậy, Γ (𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑀))) không liên 

thông theo Định lí 5.1 và ta có điều phải 

chứng minh. 
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ABSTRACT 

Let 𝑅 be a noncommutative ring with identity. The commuting graph associated 

with 𝑅, denoted by 𝛤(𝑅), is a simple, undirected graph with the vertex set 𝑅\𝑍(𝑅), 

where two distinct vertices 𝑥, 𝑦 are adjacent if and only if 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. In this paper, we 

study the connectivity and estimate the diameter of the commuting graph associated 

with the matrix ring of prime degree over the field 𝐺𝐹(𝑞𝑁), where 𝑁 is a Steinitz 

number. Specifically, given 𝑝 as a prime number greater than 2, we show that the 

graph 𝛤 (𝑀𝑝(𝐺𝐹(𝑞𝑁))) is disconnected if and only if 𝑒𝑥𝑝𝐹 𝑛 is finite.  

Keywords: Steinitz number, matrix algebra, locally finite field, commuting graph 

 


